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Expressdes tao especificas
COMO €S5sas necessitam ser
decoradas? Qual sera a
utilidade delas?

Autor: Ndo é necessario que o aluno
decore essas duas expressbes
mostradas acima, mas € importante
saber que ¢é possivel representar os
complexos z e w na forma
trigonomeétrica, pois isso tera um papel
importante na resolugcdo de muitos dos
exercicios que veremos ainda. A
deducdo, uma vez entendida, podera
ser facilmente reproduzida pelo aluno
ao ser requisitado que a mesma seja
utilizada.

1.4 Representacao Exponencial do Complexo

Eu tenho uma outra idéia de
representacao para os complexos que
facilitara muito a nossa vida quando
formos demonstrar algumas relagbes
e propriedades!

Nao se assuste com a demonstracao.
Leia e releia quantas vezes for
necessario!

Leonard Euler
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Outra forma comum, e muito utii como veremos mais a frente, de se
representar um numero complexo € usando a sua forma exponencial (forma
de Euler):

Férmula 1.4.1

Demonstragao:
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OBS Importante: Muitos livros didaticos diferem do ponto de partida da
definigdo da fungdo exponencial. Muitos usam o resultado da demonstragcédo
que acabamos de fazer como sendo a definicdo formal da fungdo
exponencial. No nosso caso, consideraremos que a fungdo exponencial foi
definida de uma forma independente bem como foi feita a analise de suas
propriedades especificas.

As fungdes seno e cosseno
séo entao no fundo fungdes

exponenciais?

Autor: Quase isso. Foi mencionado que 0s numeros complexos tém
propriedades similares a exponenciais. 1sso ficou claro com a dedugéo da
expressdo de Euler. Sera que as fungbes seno e cosseno (que compde 0S
numeros complexos) se relacionam de alguma forma com exponenciais?

Vamos demonstrar que sim! Basta lembrar que (se vocé ndo enxerga
imediatamente, tente demonstrar!):

cis(x) +cis(-x) = 2.cos(x)
cis(x)—cis(-x) = 2.isen(x)

Seguem, entdo, duas importantes propriedades da forma de Euler do numero
complexo.

=senx ,VXe$R

Férmula 1.4.2
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Vejamos a seguir exemplos de aplicacdo dessa forma de representacao de
complexos.

Exemplo 1.4.a (IME 2003)
Seja z um complexo de modulo unitario e n um numero natural. Mostre que é
real o complexo w dado por:
Zn
W =
1+ 22"

Solugao:
Sabendo que o complexo tem maodulo unitario, podemos escrevé-lo na forma
exponencial:

7 — e|6

elel’l 1

1+e2ien - £1+ezienJ

ion
Usando o resultado da formula 1.4.2;

1 1

= R
(e—ien + eien) 2Cos(ne) €

W =

Portanto o complexo w é real.

Exemplo 1.4.b
Sabendo que um complexo z pode ser expresso em sua forma exponencial
de Euler, demonstre as seguintes identidades trigonométricas:

{cosa.cosb —sena.senb = cos(a + b)

sena.cosb + senb.cosa = sen(a + b)

Solugao:
Tome o produto de dois complexos de argumentos a e b, nas formas

trigonométrica e exponencial:

(cisa).(cisb) = e'?.e'®
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= (cosa+isena).(cosb+isenb) = e(a)

— (cosa.cosb —senassenb) +i.(sena.cosb + senb.cosa) = cis(a+b)

Da identidade dos complexos (Definicdo 1.2.1), segue que:

cosa.cosb — sena.senb = Re(cis(a + b)) =cos(a+b)

sena.cosb + senb.cosa = Im(cis(a + b)) =sen(a+b)

1.5 Propriedades Importantes dos Complexos

Agora que conhecemos as diversas formas de representagdo de um numero
complexo, poderemos partir para demonstrar mais algumas importantes
propriedades. Veremos a seguir na pratica o que ja foi mencionado: a
representacao exponencial € muito util, pois dara aos numeros complexos
caracteristicas semelhantes as das funcbes exponenciais na hora da
multiplicagdo e da potenciagao.

Multiplicacao de dois niumeros complexos:

{z = r.cisx

W = s.cisy = zw=(rs)cis(x+y)

Férmula 1.5.1
Demonstragao:
Usemos a forma exponencial:

ZW = (r.eix ).(s.eiy) = (r.s).ei(x+y) =(rs).cis(x+y)

Divisao de dois numeros complexos:

Z =T.CiSX z
) = —
W = s.cisy w

= (%).cis(x -y)

Férmula 1.5.2
Demonstragao:
Novamente, usemos a forma exponencial:
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Capitulo 2 — Numeros Complexos
Geometria e os Complexos

Neste capitulo apresentaremos a importante relagao entre o estudo dos
numeros complexos e questbes de geometria. Obviamente, mesmo
dominando o conteudo desse capitulo e resolvendo todos os respectivos
exercicios ndo significara que todos os seus problemas acabaram.

A geometria €, ndao s6 um dos ramos mais bonitos da matematica, como
também um dos mais dificeis. Por essa razdo devemos ter em mente que as
questdes que serdo resolvidas com o auxilio dos numeros complexos sao
bastante especificas, e cabe ao aluno saber quando usar essa ferramenta na
resolucédo de um exercicio. Para que essa capacidade de distinguir quando
ou nao usar essa ferramenta se torne mais acentuada, propomos que o leitor
dedique sua atencido a leitura desse capitulo. Vamos comecar o capitulo
exemplificando que os complexos e a geometria caminham lado a lado.

Exemplo: Vamos mostrar, usando um argumento geométrico, a relagao ja
provada analiticamente no capitulo 1 (Exemplo 1.3b).

1+ cisO = 2.cos (9) .Cis(g)
2 2

Representacao do circulo unitario no plano complexo:

Alm

Fig. 1



2 Geometria e os Numeros Complexos

Vamos ampliar o desenho para fazer algumas observacoes:
A
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2.1 O Complexo como Vetor

Rotacao

Ja vimos que cada numero complexo tem uma representacao vetorial no
plano complexo de Argand-Gauss. Vamos explorar um pouco mais esse tipo
de representacgao!

Da Férmula 1.5.1, temos que a multiplicagdo entre dois complexos é feita da
seguinte forma:

{z = r.CIsX = zw=(rs)cis(x+Y)

W = S.Cisy

Entdo, imaginemos um vetor representante de z =r.cis6 no plano complexo.
Que representagcdo geometrica resulta se multiplicarmos z por um complexo
w = Cisa ?

z.w = (rcisb).(cisa ) =r.cis(6 + o)

O resultado é justamente um complexo similar ao complexo z original, porém
rotacionado de um angulo o no sentido trigonometrico.

Im

Fig. 2.1.1

Note que o comprimento do resultado da multiplicagdo € o mesmo
comprimento de z.

Como seria o resultado da multiplicacdo de z por u = 2cisa ?

zu = (rcish).(2.cisa) = 2r.cis (60 +a)
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Z.W
A
Im
0+ o
W,
Z
9 >
Re
Fig. 2.1.2

Note que o comprimento do resultado da multiplicagdo agora € o dobro do
comprimento de z. Tudo isso esta coerente e faz sentido, uma vez que:

{z sreisxo e (rs).cis(x+y)

W = S.Cisy

A multiplicagdo de um complexo z =|z|.cis(argz) por w =|w|.cis(argw) da um

resultado com representante vetorial de modulo igual ao médulo do complexo
original z “ampliado” em |w| vezes, rotacionado de um angulo igual a arg(w)
no sentido trigonomeétrico.

Obviamente, a divisdo de complexos também tera uma caracteristica de
rotacdo. Uma vez que: (cise)_1:cis(—e), a rotacdo devido a divisdo
corresponde a um giro no sentido anti-trigopnométrico (sentido horario).

O modulo do vetor representante do resultado da divisdo de z = |z| .cis(argz)
por w = |w|.cis(argw) sera, nesse caso, o comprimento |z| “dividido” em |w|
vezes.

Conclusao importante:
Multiplicar um numero complexo por i significa rotaciona-lo
90° no sentido anti-horario.
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Im

.z

Fig. 2.1.3

Ta legal! Entendi como funciona a
rotagéo de um vetor complexo. Mas Autor:

como poderd ser cobrado esse A  representacdo  vetorial de
conhecimento eventualmente em complexos nos permite resolver
uma prova? problemas de vetores com a
ferramenta dos numeros complexos
e vice-versal

Vejamos como essa nova ferramenta
podera nos ajudar a resolver aquelas
questées trabalhosas de rotacéo de
vetores!

Exemplo 2.1.a Considere o quadro ABCD definido pela diagonal AC com
extremidades A =(11); B=(3,4). Determine os demais vértices do

poligono.

Solugao:
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Z Exemplo: z8 -1 =0

Z3 7 A soma das raizes da equagao,

pela relacdo de Girard, € nula (ja

estudamos isso!), o que esta

Z4 Z, coerente com o fato do poligono

> formado acima ser regular (uma

Re vez que, nesse caso, todos os
vetores representantes dos afixos
se anulam).

Condicoes para um tridangulo ser equilatero

Resultado 2.2.1

m
Zy

60°

Re

Fig. 2.2.2
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Entdo, dados 3 complexos,
basta eu testar essa
condicdo para verificar se
eles estao alinhados no
plano complexo ? Gostei !

Condicao para que dois triangulos sejam semelhantes
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Note que a condicédo para que um triangulo
seja equilatero esta coerente com esse
resultado.

Se o tridngulo Az,z,z; for semelhante ao
triangulo ATww? onde w € uma raiz cubica

da unidade diferente de 1, deveremos ter
que o triangulo Az,z,z, € equilatero.

De fato, usando o teorema que acabamos de _
mostrar: Fig. 2.2.4

z, 1 1
z, w 1/=0 & zw+2z,W?+2z3-z3Ww—-2z,.W?>-2,=0
z; w? 1
& Zp(W-W?)+ 2, (W= 1)+ 25.(1-w) =0
Se w?+w+1=0
S zZW(1-w)+ 2z, (W2 —1)+Z5.(1-w) =0
& zwW(1-w)-z,.(1-w)(1+ W)+ z3.(1-w) =0
& zyW—2Z,.(1+W)+253 =0
R
—wW?2
& ZpW+Z,W2+ 253 =0
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Essa relagcao é exatamente igual a mostrada quando discutimos a condigcao
para que o triangulo fosse equilatero.

OBS: Fica como exercicio ao leitor provar que se u, v e w formam um
triangulo eqdiilatero, entdo:

U2+ v2+w?2=uv+Uw+V.wWw

Resultado 2.2.5

Sera que vale a pena
decorar todas essas
condi¢des?

Dica do Autor: Nos apresentamos aqui varias maneiras de testar se um
triangulo formado por afixos complexos € eqdiilatero (ou até mesmo testar se
eles formam uma reta no plano complexo). Cabe ao leitor decidir se essas
expressbes sdo ou nio praticas na hora da resolugao de problemas. Algumas
pessoas preferem decorar tais expressées, enquanto outras preferem deduzi-
las novamente na hora da resolugdo do problema. O importante a se tirar
como concluséo é que testar se os afixos formam uma reta, ou um tridangulo
equilatero ndo passa de um problema de geometria analitica (usando
vetoresl!).
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2.3 Representagoes de Lugares Geométricos

Vimos no capitulo | que podemos interpretar o modulo da diferenga entre dois
complexos como sendo a distancia entre os afixos dos mesmos no plano
complexo. Muitos lugares geométricos dos mais estudados na geometria
analitica sdo definidos pelo conceito de distdncia. Nao nos preocuparemos
com propriedades especificas desses L.G., mas sim, como trabalharmos com
eles no ramo dos complexos. Sugerimos que para a total compreensédo do
que discutiremos a seguir, 0 aluno tenha uma nocéo das defini¢des dos L.G.
citados, consultando um livro de geometria analitica. Vamos agora
justamente analisar como descrever esses lugares geomeétricos na forma de
representacao no plano complexo.

Circunferéncia é o lugar geométrico dos pontos que equidistam de um
mesmo ponto fixo no plano. A expressao que nos da a nocao de distancia é o
modulo da diferenga entre dois complexos.

A

m | z—k | -R

Circunferéncia de
centroem k e raio R

keC, ReR
Fig 2.31  ©
Alguns casos particulares:
‘ z-k|< R
ml_|z-K] mt o |z|< R
a._‘. k i
\‘,\ ,U/! Re
S~ S - Re Ll
Interior da Interior da
circunferéncia circunferéncia
(excluindo as bordas) centrada em (0,0)

Fig 2.3.2 Fig 2.3.3 (incluindo as bordas,
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Para Q(x):
1 -15 65 -105 54
1 1 -14 51 54 | O

3 1 11 18| 0O

Ou seja, podemos fatorar Q(x) como:
Q(x)=(x-1).(x=3).(x2-11.x +18)

As outras duas raizes de P(x) serao as solugdes de:
x*-11.x+18

Ou ainda, temos que todas as raizes de P(x) serao:

1,3, 2 9

4.8 Raizes Multiplas

Defini¢ao 4.8.1

Exemplos:

0 é raiz dupla de P(x) = x> =(x -0).(x-0)
1 é raiz tripla de P(x) = x*—=3x2+3x —1=(x-1).(x=1).(x = 1)

Vamos supor um polinbmio, sem perda de generalidade, com uma raiz
multipla de ordem n e demais raizes quaisquer.

P(x) = (x —k)".Q(x)
A expressdo acima representa tal polindmio onde Q(x) contém os demais
fatores devido as outras raizes de P(x).
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Exercicio 4.9 (IME) Sem resolver a equagéo, calcule o valor do somatorio
dos inversos dos cubos das raizes (para m inteiro maior que zero):

m.x* +8.x% -139.x° -18x+9=0

Exercicio 4.10 Determine as solugdes da equacio abaixo dados que uma
das raizes € igual a soma das outras duas. 36.x>*-12.x2-5x+1=0

Exercicio 4.11 (IME - 1995) & Determine o valor de b para que o polindmio,

de coeficientes reais, x* +a.x® +b.x? +c.x +d tenha quatro raizes nao-reais,
duas somando 3 + 4.i e as outras duas com produto 13 + i.

Exercicio 4.12 (IME - 2006 adaptada) Seja p(x) um polinbmio do 5° grau
com coeficientes inteiros (sendo o coeficiente do termo de maior grau
unitario). Sabe-se que as cinco raizes de p(x) sdo numeros inteiros positivos,
sendo quatro deles pares e um impar. O numero de coeficientes pares de
p(x) é?

Exercicio 4.13 Mostre que a fatoracéo a seguir é valida.

(1+x+x2+x3‘)2 =14+ 2Xx+3x2 +4x3 +3x* +2x% + x5

Exercicio 4.14 (IME - 2003) £ As raizes distintas do polindmio a seguir sdo
Z4,...,Z, . P(x) = X+2X%+3x% +...+23.x23 +24.x%* +23.x2° +... +x¥

Seja by a parte real de z, 2. Determine o valor da soma: |b,|+|b,|+... +|b,|

Exercicio 4.15 (IME - 2000) Determine todos os numeros inteiros m e n para

os quais o polindmio 2.x™ +a3".x™3" —a™ ¢ divisivel por x + a, onde a é

nao-nulo.

Exercicio 4.16 O valor da soma das raizes comuns as equacgoes &
{x“ —7xX3+16x2-15x+3=0

x*-3x3-x2-7x+2=0

Exercicio 4.17 (IME - 2004 adaptada) # Determine o valor das raizes
comuns das equacdes:

x* —2x3-11.x2+18x+18=0
x4 Z12x3+44.x2-32x-52=0

Exercicio 4.18 Determine o polinbmio do 3° grau que satisfaga
P(x-1)=P(x)+ (2x)2 e utilize o resultado para determinar a soma:
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Exercicio 4.28 (ITA - 2005) Dada a equagao abaixo, em que m é uma
constante real, considere as seguintes informacdes e determine as
verdadeiras e as falsas.
x° +(m+1).x2 +(M+9).x+9=0
|. Se m pertence a (-6, 6) , entdo existe apenas uma raiz real.

II. Se m = -6 ou m = 6, entdo existe uma raiz de multiplicidade 2.
l1l. Qualquer que seja m real, todas as raizes sao reais.

Exercicio 4.29 (Lidski) # Determine todos os valores reais de a e b para os
quais as equacdes abaixo tém duas raizes comuns e determine essas raizes.

x3+ax?2+18 =0
x3+bx+12=0

Exercicio 4.30 Um polinbmio P(x) de grau impar ordenado com as poténcias
decrescentes de x, tem seus coeficientes em P.A. Calcule P(1) sabendo que
o produto das raizes de P(x) vale 1.

Exercicio 4.31 ¥ Determine as solucbes da equagéo abaixo sabendo que o
produto de duas de suas raizes € o simétrico do produto de outras duas.

144.x* —-36.x3 -28.x° +11.x-1=0

Exercicio 4.32 (Lidski) # O sistema de equacdes abaixo possui raizes
reais para qualquer valor real de k. Mostre que a = 0.

a.(x2+y?)+x+y-k=0
x—-y+k=0

Exercicio 4.33 & Resolva as equagdes abaixo, sabendo-se que a segunda
tem uma raiz cujo valor € o triplo de uma raiz da primeira.
{x3—10x2+31.x—30 =0

x3-21x2+98x-120=0

Exercicio 4.34 & P(x) é u um polindmio de coeficientes inteiros e assume
valores impares para x = 0 e x = 1. Mostre que P(x) ndo possui raizes
inteiras.

Exercicio 4.35 Determine os numeros reais m, n, p tais que a expressao
abaixo independa de x.

(2-m).x®+(m-1).x2+(n+1).x+(p-3)
X2 —-6Xx +1
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Exercicio 4.2 Chamemos de x a expressao a ser analisada:

x:§/2+\/§+§/2—\/§

B

Elevando a expressao ao cubo:
x> =(A+B)’ =A®+B® +3.A%B+3AB% = A®+B%®+3.AB.(A+B)

|
X

—A® 1 B313ABX = (2+J§)+(2-J§)+3.x.§/(2+£).(2—£)

= 4+3x31 =4-3x

Ou seja, x é tal que:
x3+3x-4=0

Por inspecao, 1 é raiz do polinbmio acima, que reduzido por Briot-Ruffini fica:
(x—1).(x2 +x+4):0

As demais raizes serdo as raizes de x*+x +4 , que sdo complexas! Como os
radicais sao numeros reais, segue que:

x=3Y2+5+32-5=1¢ @

Exercicio 4.3
A primeira divisdo é exata, portanto o resto da divisao algébrica devera ser
identicamente nulo.

x* +ax?+b |x2+2x+4

—x*—2.x3-4.x2 x2-2X+a
—2x*+(a-4)x*+b
2.x3+4.x2+ 8x

ax?+8x+b
—ax?-2ax-4.a

(8—2.a).x+(b—4a) = 0x+0

Da mesma forma, devemos igualar o resto da segunda divisdo a -5.
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x3 +cx? +dx-3 X2 —X+2

—x% +x% -2x X +(c+1)
(c+1)x*+(d-2).x-3
—(c+1).x*+(c+1).x-2.(c+1)
(c+d-1).x+(-5-2c) = 0x-5

Com isso:

at+b+c+d=21

Exercicio 4.4 As raizes de D(x) s&o tais que:

x* =1 .
= x=-1, =i, +i
X #1

Do enunciado: P(x) =1+ X + X + ...+ x°"*

Note que P(x) € uma soma de uma P.G. de razao x:

X2n+2 —1

P = X—1

Como o divisor € do 3° grau, o resto R(x) sera no maximo do 2° grau. Sendo
assim, a divisdo pode ser expressa da seguinte maneira:

2\N+1 _
P(x) = (%) =(x+1).(x—i).(x+i).Q(x)+ax*+b.x +c¢

R(x)

(Eq. )
Fazendo x = —1 na equacao I:

((_1)2)+ _1=m+a_(_1)2+b_(_1)+c = a-b+c=0 (i)

-1-1

Fazendo x =i na equacao I:
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0)._—1_1 — 0.0 +a.()? +b.()+c
(1"

= (=) (—1-1)

-
= ((-1)"? +1).(2L')= —a+bi+c

(-1-i)=-a+bi+c

(
(=1)"2 +1

=-a+¢cC
= n2+2
7y
(ii)
Fazendo x = - i na equacao I:
.\ 2\N+1 _
((_I)_i)_1 1=/Q({)+a.(—i)2+b.(—i)+c
1 n+1 _1
= (—i(—1)).(—1+i)'(_1+i) =-a-bi+c
n+2
—(_1) + =-a+cC
= 2n+2
R
(iiii)

O resultado de (ii) e (iii) sdo iguais! Juntando os resultados das equacdes (i),
(i) e (iii) nos d&o o sistema:

a-b+c=0
_1n+2 1
<()T+:—a+c
__,]n+2_1
S

Separemos em dois casos (n par ou n impar).
Para n impar:
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Exercicio 4.10 Sejam m, n, m+n, as raizes da equacéo. Das relagcbes de
Girard, temos:

12 1 1

m+n+(m+n)=85 =—==— —

(m-+n)=Se 36 3 . 6

m.n.(m+n) = S2 __ 1 mn e

36 6

Sabendo a soma e o produto de m e n, temos que m e n serdo as raizes da
equacao:

xt%-%:o o BA2_h-1=0

1£25 1 1

=—— ou —
12 3 2

A=

Dai segue que as raizes serao:

Exercicio 4.11 Como os coeficientes do polinbmio sdo todos reais, pelo
Teorema 4.4.1 teremos que as raizes serdo do tipo: z,z, w, w..

As duas raizes que somam 3 + 4.i ndo podem ser conjugadas entre si, pois 0
resultado nao é real. Portanto, sem perda de generalidade sejam elas z e w.
Do enunciado:

Z+wW =3 +4i  [z+w=3-4i
o lzw =13 -]

ZwW =13 +i



